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SUMARIO

O trabalho  apresenta  a  formulacao  geometricamente  exata ¢ a  nnplementacio
computacional de um elemento finito de cabo que permite o escorregamento em presenca de
atrito. O novo elemento fornece procedimentos naturals para simular o processo de montagen: e
a resposta aos carregamentos de estrnturas de cabos em geral, além de ter campos promissores
de aplicacio no modelamento de cstruturas de conereto protendido ¢ no estudo de oscilaches

auto-excitavels. Resultados de exemplos elementares sao discutidos.

SUMMARY

This work presents a geometrically exact formulation as well as the computational
implementation of a cable finite element allowing sliding with {riction. The new element provides
natural techniques to simulate the assembly and the structural response to loading, besides
having promising applications for the modelling ol prestressed concrete structures as well as

sclf-induced oscillations. Results for elementary examples are discussed.
INTRODUCAO

Tenso-estrutnras, em particnlar as estruturas de cabos, tem uso nobre ¢ cmprego
O modelaento matematico deste tipo de estruturas

freqiicnte na (,’11;)(‘1111;\1'i;\ civil.
., ‘L\[;ikm‘”). O 1)1'<>M(‘111;1

desperta o interesse de mmitos pesquisadores (Krishna®,
cnvolve relacoes geometricamente nao lneares, tornando-se a estrutura wm mecanismo,
na ausencia de forcas de protensao.  Além disso, a propria configiracio original da
estrutura ¢ incognita, seudo o tratamento de tal particularidade wn assunto em aberto.
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Este trabalho apresenta a formulagao de um elemento finito para estruturas de

A()

cabos que perniite o escorregamento nao-ideal, isto ¢, em presenca de atrito.
incorporar o cfeito do atrito, o novo elemento generaliza aquele apresentado por
Aufaure’, onde se equaciona o problema de nim cabo passando por wna polia, no
contexto da simulacao do icamento dos cabos das linhas de transmissao de eletricidade.

A representagao usual dos cabos por um agrupatiento de elementos finitos do tipo
trelica introduz wma condicao de solidariedade entre os cabos, em correspondéncia aos
pontos de cruzamento, que nao se verifica para todas as estruturas, nem para todos os
estados de wmn particular arranjo construtivo. Mesino nos casos em que a solidariedade
possa ser garantida construtivamente, resta o problema matematico de se determinar
e (uals pontos materials esta solidariedade se verifica, uma vez que nao se conhece a
priori a configuracao de equilibrio.

Além de contribuir para a resolucao da classe de problemas aciina, o novo
clemento pode, em coucomitancia com outros clementos estruturais, representar o
comportamento de estruturas esheltas de concreto protendido, quando ¢ importante
a nao-linearidade geométrica. Finahmente, no contexto da analise dinamica. pode-se
cmpregar este elemento para o estido de oscilacoes anto-excitavels, seinpre que se tratar
de cabos escorrezando com velocidades nao-depreziveis. O caso classico ¢ o da corda

o violino®.

ELEMENTO IDEAL DE CABOS ESCORREGANDO

Considere-se inicialmente o elemento de cabo wdeal (cabo escorregando semn atrito

ou cabo passando por wmma polia), conforme se mostra na Figura 1. Associados aos

trechos e 2 do elemento tén-se os vetores dados na equagao (1)
Iy =Xy +Up - Xy - U L - Xy Uy Xy Uy (1)
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Figura 1. Plemento de cabo deal (sem atrito)

I

onde X Xo sao as coordenadas dos nos de extremidade ¢ Xy aquelas do nd
intermediario, na conficnracio inicial. o U Us e Uy =i os deslocamoentos destos

nos desde acconticuracao micial atd o configrracao atual,
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submatrizes obtém-se por equilibrio de forcas ¢ permutacao de Indices, o que ressalta
a simetria de K (como se reguer de um sistema conservativo®). Resulta

EA M, ¢ XM, BA M, K- Ko
K - K/, ~K, - K, (8)
K - Kll_) Kip o+ Koo + Ko Kl];
onde se denota, por concisao. My o= VLV'{X D My = vovd s My, = vivy

M, = Iy - My M, -1y - Moy (Iy ¢ a matriz identidade de ordem 3).

ELEMENTO NAO-IDEAL DE CABOS ESCORREGANDO

Coonsidera-se agora a obtengao da matriz de rigidez tangente nao ideal (isto ¢,
incluindo o atrito entre cabos). Preliminarmente, recorde-se o problema classico do
cauulibrio de mna correia passando por wm tambor cilindrico fixo, Figura 2. Seja v o
angulo entre os trechios da correia nos dois lados do tambor ¢ J o seu complemento. /3
¢ tanbém aabertnra angnlar do trecho do tambor em contato com a correia. Sendo g
o cocficiente de atrito estatico entre cabo e correia, as forcas normais Ny e N, agindo

nos trechos de cabo nos dois lados da correia guarda entre si o seguinte relacao

[} DT e T {7‘“!f (())

onde se admde que a forca agondo no promerro Lrecho scja maior gue no sequndo, sto
GCNp e NV Observasse gque arelacao (9) independe do didmnetro do cilindro, podendo

portanto ser ciprecada no problema dos cabos cscorregando com atrito.

\f»
s
S AN
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&
NN\
[oqra 7 ClOrrota sy le; BNy bor cilindieo five
poenra 2 COTTCIG passando pol taanbol CHinaieo 11X
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Neste caso, o clemento de cabo deve representar dois diferentes regimes de

cotportanceito

< :1 < s nao il escorregamento:
\ N . 5 . . . , B =

o b oy = polia escorregan ¢ os cabos rearranjam-se até gue a condicao de
. . . . A%

nao-escorreganento seja atingida. o que ocorre corn Gt g

Relacoes analogas valem para Ny, = N O problema ¢ andlogo ao da

clastoplasticidade 1deal. Nao havendo escorregamento, o elemento de cabo com polia
nao-ideal comporta-se comao o encadeamento de dois elemento de trelica. A montagem
da matriz de rigidez do clemento para este caso € trivial.

Para o caso em qque o cquilibrio se da apos o cscorregamento do cabo. considere-se
a couliguracao de equilihrio do elemento de cabo nao-ideal mostrada na Fleura 3a. Os
versores direcionais dos dois trechos de cabo sao dados pelas equacoes (3). Sendo AV
e Ny as forcas normais nos dois trechos do cabo, o vetor de forcas nodals agindo nn

elemento e eguilibrio ¢

K | 4\;] V)
I*\ L 1‘12 i A“’\Z)Vj ( ] “)
Fy = (Nyvy -+ Navy)

Fi. Fy o Fy sio necessariamernte coplanares. Pordm, enquanto no caso da polia

ideal Fy ora necessarinmente divigida secundo a bissetriz do angulo . no caso nao ideal
5 terda wwa componente paralela e outra componente normal a bisscetriz, Convén

Ft ! te paralela e ontra componeunte normal a bissetviz. Couns

decompor Fy nestas duas direcoes, conforme a equacao (11) (Figura 3b)

Fyo= FL o B (11)

1
@ L Fy
/ \2)
P \
F, % .
]
Pligura 3 (a) Flemento de eabo ndo ddeal: (h) Decomposicio de forcas no elemenco

nao tdoad
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L ndica a coponente de Fy segundo a bissetriz do angulo . Para atrito nulo,
Fi, = F,, dal o mdice superior 7 (de “ideal™). FL', por outro lado, ¢ a componente
de Fy sustentada pelo atrito. daf o fndice superior ni (de "nao-ideal™). A parcela FY
¢ responsavel por sustentar uma tracio coustante N¢ emn ambos os trechos do cabo.

Para nm material elastico linear, existe mma deformacao ¢ associada a este elemento,

tal que

: O 46y — £
N' = FAe® = FA—— (12)
(o
oude, analogamente ao que se definiu para o caso ideal, o comprimento total
indeformado do cabo ¢ £y = (£1)y + (£2)9 ¢ o comprimento inicial, assumindo wna

protensao inicial Ny ¢ € = (F); + (£2)4.
Desta maneira, pode-se escrever, para as forcas normals totals agindo nos dois

trechos

Np s N AN = BA( 4+ Ael™): Ny = N ANJ = BEA( + Ael’)  (13)

Ora. como F4 ¢ dirigida segundo a bissetriz do angulo «, F1 deve ter a direcao

da bissetriz do angulo 3 (Figura 3b), o que someute € possivel se AN[" ¢ AN forem

ignais cimonodulo. B cono estas parcelas devemn incrementar oun reduzir a parcela ideal

nos dois trechos do cabo, Ael’ = ~Ael' = Ae”. Substituindo-se Ae™ em (13) e estas
e (9), obtéu-se Ae”' = :’;Ti"’l (sewpre para N; > Ny). Como decorrencia, as forcas

nortals 1os dois trechos de cabo podem ser postas e funcao de N

, 20 . Y
ATRCE s e Ny = —— N ()
i+ /R

Introduzindo-se as expressoes acima na equagao (10). pode-se obter a matriz
de rigidez tangente do elemento de cabo escorregando por wma polia nao ideal,
analozamente a quanto feito para a polia deal.

Considere-se as duas primeiras linhas da particao oF; — K;;0U ;. [ndicando com

na barra as erandezas calenladas na confienracao (U -+ AU, tem-se, levando e

conta (7)

. d o[22 =i\ d 2 |
OF ) = — (---—-"-Fl) : oFy = - — ( ’"’*F»)! (15)
dX \j ol -0 (2 NANTIE S W N /

Procedendo-se as dertvacoes necessarias, chega-se as duas prinaciras nhas e
submatrizes de Ko A tereeira linha de submatrizes obtéui-se considerando o equilibrio

de forcas. O resultado final €

N 1) ) . N
PN 7 ey =Ny NS¢ — K.
[ - R e AN T (K R!:)}
- ) T i g = . .
24 }‘x/_,l; 0 I’EL{QI ¥ e 5 T - (%&-_»l . %‘3_)) ‘ (16}
l
(& ) (K- Ko S K:,;)J
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bissetriz do angulo entre os trechos de cabo por meio do atrito, de modo que o cabo
deve rearranjar-se até encontrar wma nova configuracao de equilibrio. Desprezando-
se a deformacao do cabo, a polia passa ocupar pontos de wma elipse cujos polos sao
as duas extremidades fixas do cabo. Ainda desprezando-se a deformacao do cabo, ¢
facil deterininar analiticamente o valor maxinwo da forga lateral para o qual nao ha

. -1 g o ame .
escorregamento, resultando Fy == Ry Iy = 3.8773 - 101, valor que concorda com os

resultados obtidos pelo programa CABLE.

N
FZ Deslocamento do n6 intermediério ao crscer de Fx

P —————
08 7
T 0 0.
= —~ 1e4 0.
E
bl ( 284 0.
Je4d 0.
.. Os ! Y 0.
= I J.8e4 0.
i 3.85e4 0.2722e-4
el 3.875a4 0.2740e-4
2 4 3.9e4 0.6825
I - ‘ 404 0.693%
£ ‘ sed 0.7604
8 6bed 0.821%
S ‘ 704 0.8769
D °2L | Beo4d 0.9268
2 . 9es 0.9717
} 10e4 1.0120
o R SRR
80000  QOCOD 100000

Forga lateral Fx [N}

(a) Elemento de cabo escorregancdo em sucessivas configuracoes de
equilibrio: (b) Deslocaruento do nd intermedidario ao crescer de [P

Figura 1.

Como seoundo exewplo, cousidera-se a perda de tensao em wn cabo curolado a
wmn pilar cilindrico rigido. conforme se mostra na Figura Ha. Uma das extremidades do
cabo foi carregada com mma for¢a normal 2- 107, enquanto a outra foi fixada. A Fioura
5b mostra a perda de tracao ao longo do desenvolvimento do cabo. para coelicientes de
atrito entre 0,01 ¢ 0. 10, Os valores determinados pelo proegrama CABLE coincidem
com os valores analiticos, dados por NV (f;'f) — T('/'“f, onde T ¢ o tracao aplicada a
extremidade do cabo ¢ 3 o sew desenvolvimento ancular (isto &, 9 = 7).

O exemplo seegninte cousidera o cabo principal de wna ponte pensil com v vao
de 80 mentre pilares. O cabo, com EA = 2. 10", é fixado ao solo ¢ escorreza pelo
topo dos pilares. que se admite sejan rigidos. Por simetria, modela-se a metade da
estrutura. conforme a Fionra 6, que mostra a geometria inicial (vetilinea) ¢ o ecometria
de equilibrio do cabo sob a agao do peso proprio (£, == 300/n6). A Figura 7. por sua
vez, mostra a deforiacao provocada por wma sobrecarga Py o L0/ 16, No caso de
escorregainento seul atrito, ocorre wn iucremento de (0, 274 na texa do vao central
do cabo. e relacao & geometria de equilibrio sob a acao do peso proprio. A Fieura 8
mostra como este inereimento se reduz, a medida que se consideram coelicientes de anrito
crescentes, até um valor assintotico de cerca de 0, 2m. Mostra-se ainda o cresciinento
da tracao no cabo, cur correspondencia ao apoio superior. ate o valor assintdtico de

0.2337 - 105, igal 2o vador que se obtém ao se considerar o cabo soliddrio ao pilar.,
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Necessariamente, a tracao na base do estaio {isto ¢ o ponto de fixacao do cabo ao

solo). tem comportamento inverso, tendendo a zero a medida que i cresce.,

1
Tragao no cabo com p=1%. 2%, 4%, 8% e 10%
200000 -
180000 e
—r\\ weog00 |
z
S'W
8 P
o ‘L G0 T
1 [=
Q
%IW
=
v/"//
soo00 | .
40000 Lo —— S G
1] 2 4 L] ] 10 12 14 " 1
Desenvolvimento do cabo (n.o do elemento)
Fioura 5. () Cabo envolado a um pilar citindrico: (b) Tragao no cabo para diversos
coellcientes de atrito
Y
i(—x
Fioura 6. Cabo de ponte pénsil. Geomnetria micial (retilinea) o de equilibrio sob o
2 I y
acao do peso proprio
\\\‘N‘%‘hm
Figura 7. Cabo de ponte pensil, Geometria deformada sob acacio da sobrecaron

Como wn ltimo excraplo. sobre a confignracao de eqguilibrio do cabo siugeito ao
peso proprio. extende-se i cabo secundario, ao qual se napoe wwma tracao de 27
o - o .
Figura 9 ao mesio tempo e e ambos os cabos sao carvegados come £7 o

Considera-se ainda que o pilar seja flexsivel, com A7 O A Fligura 1D muostea o

Al
pelar
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contiguragao de equilibrio obtida permitindo-se o escorregamento entre os cabos. O
maximo deslocamento se da correspondencia ao ponto de cruzamento. No caso ideal,
este ponto desloca-se de 3,06m, enquanto que para ;= 0,1 o deslocanento cai para

3.00m.

Traco no cabo, no apoio supenor

deslocamento do nd central. em funcdo de p 2 378406

~

[T N

uy13 dat” —

2318406 < = e
0.1 1 10
ficiente de atrito esttico () cocficiente de atrito estatico (p)

Figura 8. Variacio do deslocamento do né central e da tragao no cabo, em funcao

do coeliciente de atrito

Y
{(J\\ - S~
< IY / ~——
/ \ / / e .
rd \\ X /
- ~
M—‘—'—' e T A T— ——— ——
/‘,\\\ i
/ \\ © /
— BN /
Figura 9. Arranjo espacial de clementos de cabo

5

As discrepancias de configuracac para valores de usuals de 0 sao visualinente
lperceptivels. Tal nao ¢ o caso porenn guando se despreza o escorregamento (isto
¢. cabos soliddrios). conforme se pode ver na configuracao mostrada na Figura |1,
substancialmente diferente da anterior. Neste caso, o maximo deslocameunto eucoutvado

foi de 1,175, ainda e correspondencia 2o ponto de cruzamento.
1
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Figura 10. Geometria deformada considerando o escorresamento dos cabos
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Froura 11 Geometria deformada impedindo o escorregannento dos cabos
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